OLASILIK VE ISTATISTIK

Olasilik ve sans gunlik hayatimizda her an yuz ytze geldigimiz kavramlardir.
Kesin emin olmadigimiz konularda “belki, herhalde, olabilir” gibi supheyi belirten

ifadeler kullanilir. Bunlarin hepsi olasilikla ilgilidir.

istatistikte de olasilik kavrami oldukca énemlidir. Cok basit durumlar disinda,
populasyondan alinan ornege bakarak populasyon hakkinda kesin karar vermek
muadmkun degildir. Olasilik kavraminin da herkes tarafindan aynen kabul edilen kesin

bir tanimi da yoktur.

Olasilik kuramina giris icin gerekli olan kime kuraminin bazi temel kavramlari

asagida verilmistir.
Kimeler

Birlikte ele alinan belirli nesneler topluluguna kiime, kiimede igerilen nesnelere

de 6ge, eleman veya Uye denir.
Aksi belirtiimedikge tUm kimeler, evrensel kimenin alt kimesidir.

Tamsayilar kimesi Z (...,-1,0,1,2,...), Pozitif tamsayilar kimesi N (1,2,3,...),

Reel sayilar kimesi R ile gosterilmektedir.
Solu kiimeler, sonsuz kumeler vardir.

Kuvvet kimesi: Herhangi bir A kimesinin butin alt kimelerinden olusan kumeye,

“kuvvet kiimesi” denir ve o(A) yada P(A) ile gosterilir.

n elemanl bir kimenin kuvvet kimesindeki eleman sayisi 2™ dir.
Kiime islemleri

Kesisim(arakesit) , Birlesim, TUmleme(timleyen), Fark(ayirim).

Ayrik Kumeler: Ortak elemani olmayan A ve B kuimelerine ayriktirlar denir ve
ANB =@dir.



Carpim Kiimeleri

A ve B iki kime olsun. AXB bigiminde belirtilen A ve B 'nin g¢arpim kumesi,

a € A ve b € B oldugu tum (a, b) sirali giftleri icerir. Yani,

AXB ={(a,b) : a€A,b € B}

Tanim. Q bos olmayan bir kime olmak Uzere, bu kimenin bazi alt kimelerinden

olusan kimeye(topluluga) sinif denir ve F ile gosterilir.

Herhangi bir Q kimesinin batun alt kimelerinin olusturdugu sinifa “kuvvet

kiimesi” denir ve a(Q) ile gdsterilir.

Tanim. Q bog olmayan bir kime, F de Q ‘da bir sinif olsun. Eger bu sinif asagidaki

Ozellikleri saglarsa, Q Uzerinde bir cebirdir denir.
i) Q€eF
i) VAEF icin A€F
i) VABEF icin AUBEF
F sinifrigin son ozellik; n=1,2,.. icinA, €F = Up=14, €EF
bicimindeyse F ‘ye Q Uzerinde o-cebir (sigma cebir) denir.
o — cebirin her bir elemanina olay, . (0, F) ciftine de olgulebilir uzay denir.
Ornek. 0 ={1,2,3,4} ve F = {0,Q,{1},{2, 3, 4}} olmak tizere F sinifi o-cebirdir.

SORU: Kuvvet kiimesi sigma cebir midir? (evet)



Ornek noktalarini sayma kurallar

Toplama kurali: Ayrik iki olaydan biri n farkli yolla digeri m farkli yolla gerceklesirse,

biri veya digeri n + m farkli yolla gergeklesir. Buna toplama kurali denir.

Ornek. Bir kafede 4 cesit cay ile 3 cesit kahve sunulmaktadir. Kafeye gelen bir

musteri cay veya kahve igecektir. Kag farkl sekilde siparis verebilir?
4+3 = 7 farklh siparig verebilir.
NOT: “veya” baglaci ile baglanan olaylar ayriktir ve toplama kurali gecerlidir.

Carpma kurali: Bir olay n farkli yolla diger olay m farkl yolla gerceklesebilsin. Bu iki

olay ayni anda n.m farkli yolla gercgeklesebilir.

Ornek. Bir kisinin 3 gémlek, 5 kravat ve 2 takim elbisesi vardir. Bu kisi kac¢ farkli

bicimde giyinebilir?
3.5.2 = 30 farkh bigimde giyinebilir.
NOT: “ve ” baglaci ile baglanan olaylar ayrik degildir ve ¢arpma kurali gecerlidir.

Ornek. Bir oto plakasi iki belirgin farkli harf ve birincisi sifir olmayan (ic rakamdan

olussun. Bu durumda kac farkli oto plakasi basilabilir?
23x22x9x10x10=455400

farkl oto plakasi basilabilir.

Permiistasyon:

Tanim. 1’den n ’e kadar pozitif tamsayilarin ¢arpimina n-faktériyel denir ve n! olarak

yazilir.
n!'=123..n-2).(n—1).n

0'=1 ve 1!'=1 dir.



Tanim. n farkli elemanin r tanesi (r < n) siralanirsa elde edilecek degisik dizenlerin

sayIsi| permutasyon olarak adlandirilir.

“Nesnelerin kiimesinin bir kisminin ya da timidmdan belli bir siralamasina veya

dizenlenmesine permutasyon denir.”

P(n,r) = i

sl r<n

Tama birlikte kullanilan n farkl nesnenin permuitasyonlarinin sayisi n! dir.

Tanim. Bir ¢ember Uzerinde duzenlenecek n farkli nesnenin permutasyonlarinin

sayisi (n — 1)! dir.

Ornek. Bir TV sunucusu haber biilteninde okumasi gereken 4 farkli haberden ikisini

kag farkli sekilde siralayabilir?

4!

P(4,2) = 4-2)

12

H2 ——> H3

H1
H3 = H2
H4

H1
H4 ——> H2
H3



Ornek. 6 kiz ve 3 erkek olan bir arkadas toplulugu sinemaya gidiyor. Her sirada 9

adet koltuk bulunan sinema salonunun dordiincu sirasinda,

a) 3 erkek yan yana olmak sartiyla kag farkli bicimde oturulabilir?
b) Siranin sonunda kizlardan biri olacak ve erkekler yan yana gelemeyecek

sekilde kag farkli oturma dizeni yapilabilir?
Cozim.

a) Ug erkek yan yana gelecegi icin tek kisi gibi dusunulir ve 7 kisi kendi
aralarinda 7! farkhi bicimde oturabilir. Erkeklerin de kedi aralarinda yer

degistirmesi s6z konusu olup 3! kadardir. O halde
7!'31!=7.6.5.4.3.2.1.3.2.1 = 30240

farkli bicimde oturabilirler.

b) *K* K* K* K * K * K seklinde 6nce kizlar oturur ve 6! fakli bigcimde

oturabilirler.

Erkekler, * ile gosterilen yerlerden Uglne oturabilir (yan yana oturamayacaklari

® _ = 6.5.4 = 120 farkl sekilde olur.
(6-3)!

icin). Bu iglem P(6,3) =
Bu durumda, istenen sonug; 120x6! olacaktir.

SORU. Ahmet(A) ve Orhan(O) masa tenisi oynuyorlar. Ust Uste 2 seti veya toplamda

3 seti ayni oyuncu kazandiginda magi da kazanmis oluyor.

Macin kazanilma durumlarini agag¢ gizelgesiyle gosterip, mimkin sonuglarin

kimesini yaziniz.  (10)



Tekrarh (Yinelemeli) Permutasyonlar

Nesnelerinden bazilari ayni olan permutasyonlari bulmak i¢in kullanilan genel

formul agagidaki gibidir.

r, benzer, r, benzer, ..., 1, benzer nesneleri olan n nesnenin permuitasyon

sayist (r;+ r, +--+1,=n),

L iz Tk ]1!]2!"'11(!

Ornek. 4 kirmizi, 3 beyaz ve 1 mavi bayraktan olusan bir kiimeden her biri 8 bayrak

iceren kag farkh dizen elde edilir?

Cozim.
n! 8!

= — =280
r !yl .. 413111

Ornek. 2 kirmizi, 3 siyah ve 5 beyaz boncuk bir ipe dizilecektir. Ayni renkte olan
boncuklar esit buyuklikte ve benzer bigimdedirler. Bu boncuklar ipe kag farkli sekilde

dizilebilir?

Cozium.

10 n! 10!
(2,3,5) Cnlnlan! 203150 2520




Kombinasyon:

Tanim. Bir defada r tanesi alinan n farkli nesnenin bir kombinasyonu, duzenleme

sirasina bakilmaksizin n nesneden r tanesinin segimidir ve

n!
Ctn,r) = r'(n—r)!

lle hesaplanir.

Tanim. Bir defada n — r tanesi alinan n farkli nesnenin kombinasyonlarinin sayisi, bir
defada r tanesi alinan n farkl nesnenin kombinasyonlarinin sayisina egittir. Yani,

C(n,n—r)=( n) L (n)=C(n,r)

n—r =r!(n—r)!= r

Ornek. 3 kitap arasindan 2’sinin secilmesi kag farkli bicimde olur?

|

(B2)=313 - 2

3

NOT: P(n,r) =r! C(n,r)

Ornek. a, b, ¢, d harflerinden 3 harf alinarak yapilan kombinasyon ve permiitasyon
sayllari agagida verilmistir.

n=4, r=3
4!
6(4,3) = m =4
Kombinasyonlar Permiitasyonlar
abc abc, acb, bac, bca, cab, cba
abd abd, adb, bad, bda, dab, dba
acd acd, adc, cad, cda, dac, dca
bcd bcd, bdc, cbd, cdb, dbc, dcb
4!
P(4,3) = T 4321 =24

P(n,r) =r1! C(n,r) = P(4,3) =3/ C(4,3) > 24 =314 = 24 = 24



Ornek. 4 evili ¢ift arasindan 3 kisilik bir kurul kag farkli yolla segilir?

a) TUumu esit secilme sansina sahiptir.
b) Kurulda 2 kadin ve bir erkek olmak zorundadir.
c) Bir evli ¢ift ayni kurulda bulunamayacaktir.

Coziim.

8! 8! _ 87.65

_(8y__8& _ &
a) C(83) = (3) T 31(8-3)!  3!5!  3.2.1.51 56
4\ 4\ _ 4 4 _
b) (2) (1) =22 = 6x4 =24
c) Bir evli ¢ift ayni kurulda bulunamayacaksa, 3 ciftten sahislar bulunmalidir.
Once 4 cift arasindan 3 cift segilir.

4\ 4! _
(3) "~ 31(4-3)! =4
Daha sonra her ¢iftten birer kisi secilerek,
2\ (2\(2)\ _
4 (1) (1) (1) =32
bulunur.
8 4\ (6\ _
Il. yol. (3) — (1) (1) =32
Tum secimden, herhangi bir ¢iftin bulundugu kurullarin sayisini ¢ikardik.

(g) : 8 kisiden 3 kisinin segimi

(‘1}) : 4 giftten birinin segimi

(?) : Geriye kalan 6 kisiden birinin segimi

Tanim ( iki farkh cinsteki 6gelerin permiitasyonu ). n nesnenin r tanesi birinci
cesit, geriye kalan n —r tanesi ikinci gesit ise bu n nesnenin permutasyonlarinin

sayisl

I
ﬁ: (:): (nwjr)

dir.



Ornek. Bir sinifta 12 kiz ve 10 erkek 6grenci vardir. Kizlar ve erkekler kendi
aralarinda artan boy uzunluklarina goére siralanacak bi¢cimde sinif ka¢ farkli sekilde
duzenlenebilir?

Coziim.

! 22!
ﬁ =()=(ls)= 121 (22 — 12)! (ig) - @(2)) = 646646

Teorem (Pascal Kurali):

Y= ")+ () . 1ssrsn

dir.

Ornek. 6 aday, temsilci olmak icin secime katilmistir. Bir segmen oyunu, 1 yada 2
adayin adini isaretleyerek kullanabilmektedir. Secmen oyunu kag¢ farkli sekilde

kullanabilir?

Coziim. iki ayrik durum vardir. 6 adaydan birini yada 6 adaydan ikisini isaretleyebilir.

()+(G)=2

veya Pascal kuralindan, (6) + (6) = (;

1 5 ) = 21 olur.



Binom Teoremi: n pozitif tamsayi olmak Gzere, a ve b’in her degeri i¢in

@ +b) = (g)am + (1) a" b + () a2 4t ()b ot () "

n
DG
r=0

ifadesine Binom acilimi denir. Burada,

(Z) katsayilarina, Binom katsayilari denir.

(Z) a™"b" ifadesine, acilimin genel terimi denir.

r = 0 alinirsa bastan 1. terim

r = 1 alinirsa bastan 2. terim

r = k alinirsa bagtan (k + 1). terim elde edilir.

n

Ornek. (8) + (1) + et (Z) = 2™ oldugunu gosteriniz.
Cozium.

Binom teoreminden, (a =1 ve b=1)

= () () ()

olur.
Ornek. (2x — 3)% inacihminda x* Gn katsayisi nedir?
Cozim.

Binom teoreminden, (a = 2x ve b = —3 alirsak , terside olabilir)
@x+(=3)° = () @0°(-3)° + (3) @01 (=3 + () @0)** =3y
@x+(=3)° = () @0° + (3) 20*(=3)" + () (0% (-3)*

olup, (g) (2x)3(-3)? = 2!(5512)!8x39 = 720x3 den x3 Un katsayisi 720 bulunur.




Bazi olasilik tanimlari

Deney(Deneme): Belirli kosullar altinda sonsuz defa tekrarlanabilen, her tekrarinda
farkll sonuclar elde edilebilen ve olasi sonuglarin ¢ok iyi tanimlandigi bir siregtir.

Ornegin bir ¢ift zarin atilmasi bir deneydir.

Ornek Uzay: Bir deney yapildiginda, gerceklesebilecek biitiin sonuglarin kiimesine

Ornek uzay denir ve (L ya da S ile gosterilir.
Olay: S 6rnek uzayinin herhangi bir alt kimesine olay denir

Bu durumda S 6érnek uzayinin kendisi de bir olay olup “kesin olay” diye

adlandirir. Yine, @ ‘de bir olay olup “imkansiz olay” diye adlandirilir.

Deney Sonuclar Orneklem Uzayi
“Paranin bir kez atilmasi” Y,T S={Y,T}

“Zarin bir kez atilmasi” 1,2,3,4,5,6 S=1{1,2,3,4,56}
“‘Bebegin cinsiyeti” E,K S = {E, K}

“‘Paranin iki kez atilmasi” YY, YT, TY, TT S = {YY, YT, TY, TT}

Rastgele olay: Gergeklesmesi rastlantiya badl olan olaya rastgele olay denir.

Ayrik Olaylar: A ve B olaylariigin AN B = @ ise A ve B olaylari ayriktir denir.

Ornek. Hilesiz bir madeni paranin atiimasi deneyindeki olaylar ayrik midir? (Evet)



Ornek. Bir elektrik kontrol panelinde 1, 2 ve 3 ile numaralandiriimig, her biri acik (a)

veya kapali (k) olabilen ¢ agma-kapama dugmesi bulunmaktadir.

a) Ornek uzayl yaziniz.

b) Asagidaki bicimde tanimlanan olaylari yaziniz.

A : { En az bir digme agiktir }

B : {1 nolu dugme agiktir}

C : { Higbir digme acik degildir }
D : {U¢diugme de aciktir }

c) AileB,AileC, Aile D ayrik olaylar midir?

Cozium.

a) S={(a,aa),(a,ak),(aka),(akk),(kka),(kak),(kaa),(kkk)}

b) A={(a,aa),(aak), (aka),(akk), (kka),(kak),(kaa}
B={(aaa),(aak), (aka),(akk)}
C={(kkk)}
D={(aaa)}

c) Olaylarin ayrik olmasi igin, kesisimlerinin bos kiime olmasi gerekir.
ANB ={(a,aa),(aak),(aka),(akk)}+® oldugundan ayrik degildirler.
ANC =0 oldugundan Aile C ayrik olaylardir.

AND ={(aaa)}+ 0 oldugundan ayrik degildirler.



